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Notions de calculabilité

Rappels
Forci t 5 7 .
P Sl | es fonctions récursives
Fabien Elles correspondent a votre notion intuitive de calcul :

GIVORS
m programmes écrits dans votre langage de prog. favori,

Introduction

m fonctions calculées par les machines de Turing,

m fonctions a la Church-Rosser (zero, s, 7", o, rec, Sch,,).
Incomp. —HC

Forcing en vrai

Conclusion
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Notions de calculabilité

Rappels
EG
pien Elles correspondent a votre notion intuitive de calcul :
troduction m programmes écrits dans votre langage de prog. favori,
m fonctions calculées par les machines de Turing,
Incomp. ~HC m fonctions a la Church-Rosser (zero, s, 7", o, rec, Sch),).

Forcing en vrai

m Systémes acceptables de programmation

— Enumérabilité des fonctions : (Pe)ecn

Conclusion

Ensembles récursivement énumérables (r.e.)

B E re. < de € N,p. énumere tous les éléments de E.

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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Notions de calculabilité

Rappels

Forcing et
S N

Fabie o P o N 5

GIVORS @A : fonction récursive a oracle, sait calculer ya.
Introduction , .

Les degrés Turing

Incomp. —HC m Réduction Turing : A <7 B < Je, 9B énumere A

Degrés : (B(N)/=7)=D

Treillis supérieur : (D, <7)

Incomparables : (a £7 b) A (b €7 a)

Pb. de I'arrét et saut de A : KA = {e|¢Z(e) |}
deg(A) = a, deg(K”) = a’, deg()) =0, deg(K") =0
are < dEca,Ere

Forcing en vrai

Conclusion

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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Forcing et
degrés Turi & i
egrés Turing Structure des degrés Turing
Fabien

GIVORS

el e m Structure : degrés
intermédiaires, paires

Incomp. —HC minimales, degrés minimaux

Forcing en vrai

Conclusion
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m Structure : degrés
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homogénéité

Incomp. —HC
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Problématique

Résultats structurels

Forcing et
degrés Turi & i
S Ll Structure des degrés Turing
Fabien
GIVORS

Introduction

m Structure : degrés
intermédiaires, paires
minimales, degrés minimaux,
homogénéité,

Incomp. —HC

m Et pour les degrés r.e.?
m Friedberg-Muchnik

Forcing en vrai

Conclusion
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Problématique

Résultats structurels

Forcing et
degrés Turi & i
S Ll Structure des degrés Turing
Fabien
GIVORS

Introduction

m Structure : degrés
intermédiaires, paires
minimales, degrés minimaux,
homogénéité,

Incomp. —HC

m Et pour les degrés r.e.?
m Friedberg-Muchnik

Forcing en vrai

Conclusion

Des preuves plus simples?

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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Cardinalité

m A et B ont méme cardinalité si 3 bijection entre A et B.

m On confond un cardinal et ses représentants.
m0=03={0,1,2}, 8% =N
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Notions de théorie des ensembles
Cardinalité

Forcing et
degrés Turing

Fabien o s
GIVORS Cardinalité

Introduction

m A et B ont méme cardinalité si 3 bijection entre A et B.
m On confond un cardinal et ses représentants.
incomp. HE m0=03={0,1,2}, 8% =N

Forci i N 0
Sl Hypothése du continu

Conclusion u HC : 2N0 = Nl
m —HC: 2N° = Ng

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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Notions de théorie des ensembles
Modele

Forcing et
degrés Turing

Fabien
GIVORS

Modele M d'une théorie des ensembles T

Informellement,

Introduction

Th. Ensembles

: e m Considérez que M représente tous les ensembles,
ncomp. —

m M satisfait une formule ¢

® ¢ quantifie dans M :
Forcing en vrai <M EYYX,4(X) > ssi <« VX € MM = ¢(X) >
= on vérifie ¢ dans M ;

Conclusion
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Notions de théorie des ensembles
Modele

Forcing et
degrés Turing

Fabien
GIVORS

Modele M d'une théorie des ensembles T

Informellement,

Introduction

s m Considérez que M représente tous les ensembles,

Incomp. —HC
m M satisfait une formule ¢
® ¢ quantifie dans M :
Forcing en vrai « M E VX, ¢(X) > ssi < VX € M,M £ ¢(X) >
= on vérifie ¢ dans M ;
Conclusion m M= T si M satisfait les axiomes de T.
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m Preuve dans ZF + -HC
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Les incomparables faciles avec —-HC
La théorie des ensembles rend tout plus simple.

Forcing et
degrés Turing Com ptage

Fabien A H H
oS m Le nombre de réductions Turing est Ng.

= Le nombre de prédécesseurs d'un degré Turing est No.

Introduction
Incomp. —HC
Cardinalité

Forcing en vrai

Conclusion
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ntroduction
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Les incomparables faciles avec —~HC

La théorie des ensembles rend tout plus simple.

Forcing et
degrés Turing Com ptage

Fabien A 1 1
o m Le nombre de réductions Turing est Ng.
troduction = Le nombre de prédécesseurs d'un degré Turing est Ng.
m |l y a 2% parties de N.
N Ve Ve .
ncomp. _HC = Il'y a 2%0 degrés (car un degré est de taille < Np)

Lemme

Pas d’ordre total sur A C D, |A| > N;.

Forcing en vrai

Conclusion Démonstration par |'absurde

Supposons : A C D, |A| > N1 degrés, muni d'un ordre total.
Alors : I'ordre est un arbre Np-aire = branche de taille > Ny.
J degré a € A, avec N prédécesseurs. Contradiction.

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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La théorie des ensembles rend tout plus simple.
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Introduction
Lemme

Soit M un modéle de ZF + —HC :
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Les incomparables faciles avec —~HC

La théorie des ensembles rend tout plus simple.

Forcing et
degrés Turing Rappel

Fabien

GIVORS —HC : 2% >N,

Introduction
Lemme

Soit M un modéle de ZF + —HC :
ME 3y, (x L7y Ay £7 %)

Forcing en vrai Démonstration

m 1y a 2% (> Ry) degrés.
m Soit A C D tel que |A| > N

m Pas d'ordre total sur A.

Incomp. —HC

Conclusion
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Les incomparables faciles avec —~HC

La théorie des ensembles rend tout plus simple.

Forcing et

degrés Turing Ra ppel
Fabien
GIVORS —HC : 2% >N,
Introduction
Soit M un modéle de ZF + —HC :
Incomp. —HC

M)Zzlx’yv(x%Ty/\y 7<\TX)

Forcing en vrai Démonstration

ll'y a 2% (> Ry) degrés.
Soit A C D tel que |A| > N

Pas d’'ordre total sur A.

Conclusion

il y a donc des degrés incomparables.

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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Les incomparables faciles avec —-HC

Les incomparables nouveaux sont arrivés.

Forcing et

P Sl Théoreme d'absoluteness de Shoenfield (simplifié)
oS Si M |=ZF et M = ¢,
ntroduction avec ¢ énoncé de la forme 3X,VY,P(X,Y), ot X, Y CN
et P ne quantifie que sur des entiers.
= Alors ZF - ¢
Incomp. —HC

Forcing en vrai

Conclusion

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF) Forcing et degrés Turing ler avril 2010 13 / 22



Forcing et
degrés Turing

Fabien
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Introduction

Incomp. —HC

Forcing en vrai

Conclusion

Les incomparables faciles avec —~HC

Les incomparables nouveaux sont arrivés.

Théoreme d'absoluteness de Shoenfield (simplifié)

Si M |=ZF et M = ¢,
avec ¢ énoncé de la forme IX, VY, P(X,Y), ot X, Y CN
et P ne quantifie que sur des entiers.

= Alors ZF - ¢

Théoreme

Il existe des degrés incomparables.
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Forcing et
degrés Turing
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Introduction

Incomp. —HC

Forcing en vrai

Conclusion

Les incomparables faciles avec —~HC

Les incomparables nouveaux sont arrivés.

Théoreme d'absoluteness de Shoenfield (simplifié)

Si M |=ZF et M = ¢,
avec ¢ énoncé de la forme IX, VY, P(X,Y), ot X, Y CN
et P ne quantifie que sur des entiers.

= Alors ZF - ¢

Théoreme

Il existe des degrés incomparables.

Démonstration

_ M)Zzlx)yv(x%Ty/\yng)
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Forcing et
degrés Turing
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Introduction

Incomp. —HC

Forcing en vrai

Conclusion

Les incomparables faciles avec —~HC

Les incomparables nouveaux sont arrivés.

Théoreme d'absoluteness de Shoenfield (simplifié)

Si M |=ZF et M = ¢,
avec ¢ énoncé de la forme IX, VY, P(X,Y), ot X, Y CN
et P ne quantifie que sur des entiers.

= Alors ZF - ¢

Théoreme

Il existe des degrés incomparables.

= ME3xy (x£r yAy £71 X)
m énoncé ¢ de la bonne forme.
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Forcing et
degrés Turing

Fabien
GIVORS

Introduction

Incomp. —HC

Forcing en vrai

Conclusion

Les incomparables faciles avec —~HC

Les incomparables nouveaux sont arrivés.

Théoreme d'absoluteness de Shoenfield (simplifié)

Si M |=ZF et M = ¢,
avec ¢ énoncé de la forme IX, VY, P(X,Y), ot X, Y CN
et P ne quantifie que sur des entiers.

= Alors ZF - ¢

Théoreme

Il existe des degrés incomparables.

= ME3xy (x£r yAy £71 X)
m énoncé ¢ de la bonne forme.

m Shoenfield : ¢ vrai dans M |= ZF = vrai dans ZF

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)



Calculabilité
Problématique
Th. Ensembles

Cardinalité
Dans ZF + —HC
Retour dans ZF

Pourquoi ?
Notre Forcing
Retour dans ZF

Des incomparables directement par forcing
m Comprendre ce qui se passe dans la preuve précédente.
m Présentation du forcing utilisé
m Déduction du résultat dans ZF
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Vous avez dit —-HC?

Pourquoi faire simple quand on peut faire compliqué ?

Forcing et
degrés Turing

Fabien
GIVORS

Intreduction Apres la preuve précédente, on reste sur sa faim. ..

\ Pourquoi la démonstration est si simple?
ncomp. —HC

Quel role joue le forcing la-dedans?

Forcing en vrai

[
m D'ou sortent les degrés incomparables de la méthode —HC.
[
[

Comment mieux matitriser ce qu'il se passe ?

Conclusion

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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Pourquoi ?
Notre Forcing
Retour dans ZF

Pour faire du forcing, il faut. ..

Un modele M

C'est notre point de départ, le résultat obtenu en fin de compte

ne sera consistant que si ce modele existe.

Forcing et degrés Turing

ler avril 2010
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Des degrés incomparables grace au forcing

Le forcing en deux maux

Forcing et

degres Tuing. Pour faire du forcing, il faut. ..

Fabien \
GIVORS Un modéle M

Introduction C'est notre point de départ, le résultat obtenu en fin de compte
ne sera consistant que si ce modele existe.

Incomp. —HC R R
Une notion de forcing (P, <) € M
Forcing en vrai m P ensemble ordonné partiellement par <;
m 1 plus grand élément de (P, <).
Conclusion

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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Des degrés incomparables grace au forcing

Notre forcing en deux mots

Forcing et

degrés Turing Dans notre cas, on considére. . .

Fabien N
GIVORS Un modele M

s On prend M un modele transitif dénombrable de ZF.

Une notion de forcing (P,<) € M

Incomp. —HC
m P est Fn(42 x N, 2),1

Forcing en vrai A voir comme des approximations de fonctions totales.
m < est l'inclusion inverse : D (sur les graphes);

Conclusion m 1 est la fonction nulle part définie (= max (P))

1. Fn(l,J) est I'ensemble des fonctions de / dans J a support fini

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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D CPdensedans P < Vpe P,dge D,g<p
UCPfiltresi U#ADAVp,gqe U,3re U,(r<pAr<q)
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Problématique
Th. Ensembles

Cardinalité
Dans ZF + —HC
Retour dans ZF

Pourquoi ?
Notre Forcing
Retour dans ZF
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Des degrés incomparables grace au forcing
Qu’est-ce que forcer?

Forcing et
degrés Turing

Densité (contraintes) et filtre (compatibilité)
Fabien
GIVORS

D CP densedans P < VpeP,dge D,qg < p
Introduction UCPfiltresi U# 0D AVp,ge U,Ire U,(r<pAr<q)

WAl || existe un générique G

G générique ssi G filtre et VD € M, dense dans P,GN D # ()

Forcing en vrai
Notre Forcing

Conclusion

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)



Des degrés incomparables grace au forcing

Qu’est-ce que forcer?

Forcing et

b Al Densité (contraintes) et filtre (compatibilité)
Fabien

GIVORS D CP densedans P < VpeP,dge D,qg < p
Introduction U E P filtre Si U ?é @ /\vpa q € U’Elr S U’ (r < p/\ r g q)

WAl || existe un générique G

G générique ssi G filtre et VD € M, dense dans P,GN D # ()

Forcing en vrai . .
Objectifs

Conclusion m Construire une extension M[G],
m en utilisant un langage défini par P et G,

m s'assurer que M[G] contienne bien des incomparables.

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)



Des degrés incomparables grace au forcing

Qu’est-ce que forcer dans notre cas?

Forcing et

o L Sl Rajouter 42 incomparables
GNORS
m G intersecte tous les denses.
Introduction
e = seq. oo croissante (pr C) de graphes de Fn(42 x N, 2).
m f=UG: f e2i2xN o, (2N)*
Incomp. —HC
m Yk <42 f:n— f(k,n)
Vk € 42,f, € 2N
Forcing en vrai O tf 5 o !
g | n veu orcer { VI7J c 4276 %T f;

m Incomparables :

concsen Dije={p €P|3n,pe(p(i,n)) # p(.n)}
e ne peut réduire f; a f; : se plante quelque part.

m Totales : D, , = {p € P|p(«, n) définie}

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF) Forcing et degrés Turing



Calculabilité
Problématique
Th. Ensembles

Cardinalité
Dans ZF + —HC
Retour dans ZF

Pourquoi ?
Notre Forcing
Retour dans ZF

G € M[G] donc on a les fx dans M[G].

Forcing et degrés Turing



Des degrés incomparables grace au forcing
Shoenfield absolument !

Forcing et AA
degrés Turing TCthaa !

CvoRs G € M[G] donc on a les f, dans M[G].

Introduction .. ,
Transposition du résultat

Incomp. —HC ¢=3xg...,Xa1,Vi 75_] €42, (Xi LT Xj A\ Xj {T Xi)
" MEo
Forcing en vrai m ¢ énoncé de la forme X, VY, P(X,Y)

m Shoenfield = vrai dans tout modeéle de ZF.

Conclusion

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)



Des degrés incomparables grace au forcing

Shoenfield absolument !
Forcing et o An
degrés Turing Tchibaal
IvoRs G € M[G] donc on a les f, dans M[G].

Introduction .. ,
Transposition du résultat

T, (e ¢ =3xg...,xa1,Vi #j €82, (xi L1 Xj A Xj LT Xi)
s MEg

Forcing en vrai m ¢ énoncé de la forme X, VY, P(X,Y)
m Shoenfield = vrai dans tout modele de ZF.

Conclusion

Retour sur la preuve avec —HC

Modele de =HC : contient déja des incomparables.
lls ont été rajoutés par forcing.

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)



Conclusion

Forcing et
degrés Turing N
Que retenir?
Fabien
GIVORS

m Les divers modeles de ZFC peuvent nous aider a faire de
la calculabilité,

Introduction

m par exemple en jouant avec les cardinalités.
Incomp. —HC LA , N .
m Intérét de créer des modeles par forcing !

Forcing en vrai

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF) Forcing et degrés Turing ler avril 2010 21 /22



Conclusion

Forcing et
degrés Turing )
Que retenir?
Fabien
GIVORS
S m Les divers modeles de ZFC peuvent nous aider a faire de
ntroduction e,
la calculabilité,
m par exemple en jouant avec les cardinalités.
Incomp. —HC

m Intérét de créer des modeles par forcing !

Forcing en vrai N
Pour la suite

e m Friedberg-Muchnik, degrés r.e.?
m Qu'est-ce que le théoréme d'absoluteness de Shoenfield ?

m —HC, d'autres indépendants ? Grands cardinaux ?

Fabien GIVORS (Doctorant au LIF)
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Notre Forcing
Retour dans ZF

Merci de votre attention !

Des questions ?
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