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Sous-calc.

On ne dit pas désordre bien fondé. . .
mais des ordinaux.

Vers l’infini et au delà !

〈0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < . . .〉

= ω

〈0 < 2 < 4 < . . . < 1 < 3 < 5 < . . .〉

= ω + ω = ω.2

ω.ω = ω2

ωω = ω ↑↑ 2

ω ↑↑ ω = ε0

ε0 < ε0 + 1
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Th. Preuve

Pause

Sous-calc.

On ne dit pas désordre bien fondé. . .
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mais des ordinaux.

Vers l’infini et au delà !
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On ne dit pas déterminiser. . .
mais une fin assurée.

La conjecture de Collatz
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Les fonctions calculables,
des fonctions naturelles. . .

Des fonctions sur les entiers. . .

vers les entiers

codées par des entiers.

ϕ

n

: N

→ N
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On ne dit pas introduction caustique,
mais éléments de base.

À partir de fonctions basiques :

les fonctions de base de l’arithmétique

fonction constante nulle, 0 : n 7→ 0 ;

fonction successeur, s : n 7→ n + 1.

un opérateur conditionnel

si : (f , g) 7→
(
x , n 7→

{
f (n) si x = 0;
g(n) sinon.

)
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On ne dit pas carte de re-pairage,
mais projection de Cantor.

des fonctions de codage

pairage : 〈., .〉,
et projections π1, π2 :

πi (〈x1, x2〉) = xi
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Sous-calc.

Fonctions calculables
Des fonctions que l’on peut construire.

Par composition à partir de fonctions déjà construites :

2 = s ◦ s ◦ 0
f = x 7→ si(s, 42)(π1(x), π2(x))
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Sous-calc.

Finir, oui. . .
mais d’une fin lente.

Récursion primitive. Limité, mais bien fondé (sur ω) :

f (n, f (n − 1, f (. . . , f (1, f (0, x))) . . . ))

Application

plus(m, n) = s(n)(m)

log2(n), pgcd(n,m), . . .

Il en manque ! Ex : Ackermann

A(m, n) =


n + 1 si m = 0
A(m − 1, 1) si m > 0 et n = 0
A(m − 1,A(m, n − 1)) si m > 0 et n > 0
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Th. Preuve

Pause

Sous-calc.

Descente
dans le Maelstrom

Schéma µ, un schéma de récursion non borné.

Permet de calculer toutes les fonctions calculables

Ne prouve pas la bonne terminaison des fonctions

Fabien Givors (Doctorant Escape) Sous-calculabilités 25 janvier 2012 12 / 20



Sous-
calculabilités

Fabien Givors

Ordinaux

Calculabilité
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Puissance des théories,
et analyse ordinale.

Analyse ordinale d’une théorie

|T | = µo ∈ O,T 6` o ∈ O

Arithmétique de Peano

|PA| = ε0

Séquences de Goodstein

3 = 21 + 1

31 + 1− 1 = 31

41 − 1 = 3, 3− 1 = 2, 2− 1 = 1, 1− 1 = 0
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Th. Preuve

Pause

Sous-calc.

Puissance des théories,
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Th. Preuve

Pause

Sous-calc.

Plan

1 Des ordinaux

2 De la calculabilité
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Résumé
Regardons tout ça de haut. . .

Analyse ordinale d’une théorie

o ∈ O

Schéma de récursion associé à cet ordinal

f (5, f (1, f (72, f (2, f (0, x)))))

Classe de fonction associée

π1, π2, composition, etc.
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o ∈ O
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Classes de fonctions
Des fonctions qui croissent plus ou moins vite

Fonctions primitive récursive
plus lentes qu’Ackermann

Fonctions ε0-récursives
plus lentes que Goodstein

Etc.
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Ensembles énumérables et fonctions partielles
associés à chaque classe.

Ensembles énumérables

On considère f injective, et on regarde
Wf = {f (0), f (1), . . . }

Fonctions partielles

On considère g la fonction de graphe Wf .
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Merci de votre attention !
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